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ECUE : Développement en série
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Les calculatrices et les documents sont interdits. Les deux exercices sont indépendants.
Une attention particuliere devra étre apportée a la rédaction qui sera un élément important d’appréciation.

EXERCICE 1:

On considere la série entiere réelle définie par f(x) = Z
n=0

(=1)" o
2n—|—1 '

@ Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere ci-dessus. Puis étudier la convergence

pourx = Ret x = —R.
+oco
—1)"
@ Soit la série entiere définie par g(x) = Z (—)w2"+1.
B 2n +1

. Déterminer le rayon de convergence R’ de la série entiere g
. Calculer pour tout €] — R/, R'[, 'expression de g’(x) puis celle de g(x).
9(v)
Vo
. En déduire I'expression de f(x) pour tout x €]0,1].

@ . Soit & €]0, 1[. Montrer que f(x) =

+o0o (_1)n

@ Soit f(x) = ,;) a1 1:1:”.

( 1)n " (_1)n

— Rayon de Convergence de : Posons pour tout n € N, a,, = . On a
1pt y g Z ot 1° P "=
. Ant1 2n +1
lim = lim
n—4oo a,, n—+oo | 21, + 3
+oo _1 n
donc le rayon de convergence de la série entiere Z x" est R = 1.
o 2n +1
“+oo
0,5pt| — Convergence de la série pour = —1 : La série devient Z n qui harmonique et divergente.
n
n=0
+o0 —1)"

— Convergence de la série pour & = 1 : La série devient Z qui alternée et qui vérifie le

— 2n—|—

critere spécial des séries alternées, donc convergente.

+o0 ( 1)n

@ Soit g(x) = Z Y 1w2"+1.
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@ . Montrons que f(x) =

. Déterminons le rayon de convergence R’ de la série g :

1)" =X (-1)" =X (1"
Pour tout z € R,ona: Z (=1) "t = Z (=1) (z*)™. Donc la série Z ummﬁl
2n—|—1 n:02n—|—1 2n +1

converge si et seulement si Z
—2n+1

(z*)™ converge c’est-a-dire si et seulement si 2 < 1.

—+o0
—1)"
D’ou la série E szn""l converge si et seulement si |&| < 1. Par conséquent le rayon
o 2n +1
X (=nn

de convergence de la la série Z x?"t1 est R’ = 1. (On peut aussi utiliser la regle de

2n +1
D’Alembert)

. Calculons pour tout & €] — 1, 1], les expression de g’(x) et de g(x) : Soit & €] — 1,1[. On

= (=" 2n+1

Par derlvatlon on abtient,

—+oo + o0 1
’ — n_2n __ 2\n __
(@) = (-1 = 3 ()" =

Comme g(0) = 0, on a

T

g(x) = /Om g (t)dt == T dt = [arctan(t)]; = arctan(x).
9(v)

N

pour tout & €]0, 1[ : Soit = €]0, 1].

1n
(w)_zén—l—)l
22( Lvary

1 +o0 (_1)n
\/_Z2n+1

g(v/x)
R

(Va)

f(x) =

. Donnons l'expression de f(x) pour tout & €]0,1[ : Par la question 3a et la question 2b, on

déduit que pour tout  €]0, 1] :

f(z) = \/LE arctan(/x).

Soit la fonction f : R — R, 2@-périodique et paire telle que :

f(x) =7 —ax pour tout « € [0, 7]
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@ Représenter le graphe de f sur [—3m, 37].
@ Justifier que la série de Fourier de f converge normalement sur R vers f.

@ Calculer les coefficients de Fourier a,, et b,, pour tout n € N.

4 I 2k + 1
@ En déduire que pour tout * € R, f(x) = g + — ,;) COS((2(k +—|—1)2)w)
® > e Y
Calculer les sommes : —— et B
= (2k + 1) = (2k + 1)

@ En déduire les sommes : E — et —.
k2 P k4
k=1 =

@ Représentation graphique de f sur [—3m, 37].

Y
A 7r 1 A

1,5pt

A |
| I
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A |

—37m 27 —7 T 27x 3x &

@ Convergence normale de la série de Fourier de f :

Le graphe ou une étude simple permet de voir que la fonction f est continue sur R et de classe C*
> par morceaux, d’apres le théoreme de Dirichlet, la série de Fourier de f converge normalement sur
R vers la fonction f.

@ Calcul des coefficients de Fourier : la fonction f étant paire, on a pour tout n € N,

2 ™
b,=0 et a,= —/ f(x) cos(nx)dx.
™ Jo
— Calcul de ag

ap = %/07? f(x)dx

3/5


MODESTE ESSOH
1,5pt

MODESTE ESSOH
0,5pt


:—/ (7w — x)dz

= — |:7TCC — Ezc ]
" :
ag = T.
— Calcul de a,, pour n > 1. Par une intégration par parties, on a :

™

2 — 2 i
a, = — {u sin(na;)} +—/ sin(nz)dx

-~

=0

_ 2 [t

™ n
2

= — (1 — cos(nm))
™

an =5 (1 = (~1)").

0 sin = 2k
On peut écrire a,, sous la forme a,, = 4 ‘
——— sin=2k+1
w(2k 4 1)2
r 4 cos((2k + 1)x)
Déduisons que pour tout * € R, f(x) = — .
@ = (@) 2+ ,;) (2k +1)2

2k +1
La série de Fourier de la fonction f s’écrit pour tout € R, SFy(x) = z —|— E ~ cos((2k + 2)1:) .
™ (2k + 1)

On sait d’apres la question 4, que la série de Fourier de f converge vers f , donc pour tout & € R,
» P

™ Bl cos €
SFs(x) = f(x) cest-a-dire f(x) = — 4 Z ((2k + 1)x)

T (2k + 1)2
® caen ¥
— Calcul ——— Pourx =0,0n a
k:O(2k+1)2
7 43X cos(0)
0) =—+ — —_—
10 =5 71-,;)(2/@—1—1)2
r 4 1
e
2 W,;)(Zk:—l—l)z
+o0 2
1 T
P
Z~ (2k+1)2 8

— Calcul Z (2k 1y : En utilisant la formule de Parseval, on a

G N S N P
4 2w (2k4+ 1) 27w ), T
2 8 I 1 1 [ )
- _ - _ = d
4 + 72 ; 2k+1)4* =« /0 (f(2))"dx
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+oo 1
@ fCalcuIZE : On a
k=1
1,5 pt

+oo 1
- Calcul E ﬁ
k=1

7.‘.2

4

7.‘.2

4

7.‘.2

4

7.‘.2

4

400

: Comme précédemment, on a

8 1 1" ,
— —— = — [ (x—m)%dx
w2 k—0 (2k+1)4 ™ Jo
8 IxX 1 1 /O
_22—4 == t2dt
w2 = (2k +1) T
8§ X 1 1 {1 3]0
= N )
w2~ (2k +1)* T |3 |_.
8 IxX 1 w2
2 — (2k + 1)4
£~ (2k+1)¢ 96
+o0 +o0 —+o0
1 1 1
S = Y
= k2 (2/4:)2 = 0(2]4:—|—1)2
14roo
:_Zkz Z(2k‘,—|—1)2
= k2 (Zkz—i—l)2
io 1 71'2
Pt k2 6
+o0 +o0 —+o0
1 1 1
= et S
= k4 (2k)4 = 0(2kz+1)4
1 I
o Zkz“ Z(Zk—l—l)“
+Z°° 1 16 1
1 k4 5k:0 (2k+1)4
kt 90

&
I
=y
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